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注意 ・持ち込みは自由． 

   ・解答用紙は，最初に１枚配布．足りない場合は，そのつど監督者に申し出て追加配布を受ける．追加の上限は設

けないが，無駄にスペースをとらない答案を作成するよう極力留意すること． 

   ・答案用紙が複数枚になった者は，提出時に（左上端をまとめて折り曲げるなどして）ばらばらにならない工夫を

すること． 

   ・回答の順序は自由．どの問題に対する回答なのか判るよう配慮すること． 

 

Ｉ．次の（１）ー（４）の帰結関係について，その証明図を書け．（３）だけは「├ＮＫ」とある通り，

二重否定則を使う．それ以外の問題は，必ずＮＪの範囲内でやる．「Φ」「Ψ」「Χ」「Υ」「Ω」は，いず

れも任意の論理式を代理する．ただし，「Ω」はｘの自由な出現を含まず，また「Ψ（ｘ，ｙ）」「Χ（ｘ，

ｚ）」は，それぞれ括弧内に提示された変項以外，自由変項を含まない他，ｕ及びｗの出現を一切含まな

いとする． 

 

（１）Φ→（Χ∨Υ），Ψ→（Χ∨Υ） ├ （Φ∨Ψ）→￢（￢Χ∧￢Υ） 

 Φ∨Ψを一旦仮定し，∨除去則を適用した後，もう一度∨除去則を適用することになる．この後者の

適用の際に，￢Χ∧￢Υも仮定する． 

 

（２）Φ→￢Ψ，￢Ψ→￢Χ，Υ→￢￢Ψ ├ （Φ∧（Χ∨Υ））→Ψ 

 Φ∧（Χ∨Υ）を一旦仮定し，∨除去則を適用する．二重否定則は不要で，不条理則で足りる。 

 

（３）∃ｘΦ（ｘ）→Ω ├ＮＫ ∀ｘ￢Φ（ｘ）∨Ω 

 まずΦ（ｘ）を仮定し，問題の前提と組み合わせることを考える．更に，結論の否定￢（∀ｘ￢Φ（ｘ）

∨Ω）をも仮定し，仮定Φ（ｘ）をうまく外す．二重否定則は一回用いるだけ． 

 

（４）∃ｘ（∃ｙΨ（ｘ，ｙ）→∀ｚΧ（ｘ，ｚ）） 

 ├ ∀ｙ（∀ｘΨ（ｘ，ｙ）→∃ｕ∃ｗ（Ψ（ｘ:=ｕ，ｙ:=ｗ）∧Χ（ｘ:=ｕ，ｚ:=ｗ））） 

 前提から，直ちに∃除去則のサブ・プルーフに入る．このサブ・プルーフ中で，結論の前件∀ｘΨ（ｘ，

ｙ）を仮定として使い回しながら，結論の後件を導くことを考える．結論の後件におけるｘからｕへの，

またｙ及びｚからｗへの変項書き換えは，ｘ，ｙに対する∃導入則の適用の際に行う． 

 

 

ＩＩ．以下を読み，後の［問い］に答えよ． 

 次の［＃］は，ペアノ算術 PA の定理（二重否定則は必要ないので，実際はハイティング算術 HA の定

理）である． 

［＃］ ├PA/HA ∀ｘ∀ｙ∀ｚ（ｚ＋ｘ＝ｚ＋ｙ→ｘ＝ｙ） 

 以下，この式を，∀ｘ∀ｙΦ（ｘ，ｙ）と略記する．すなわち，Φ（ｘ，ｙ）とは， 



   ∀ｚ（ｚ＋ｘ＝ｚ＋ｙ→ｘ＝ｙ） 

である．ところで，［＃］の証明は，ｘとｙに関する帰納法で構成される．すなわち，まず， 

（１） ├PA/HA Φ（ｘ:=0，ｙ:=0） 

（２） ├PA/HA ∀ｙ（Φ（ｘ:=0，ｙ）→Φ（ｘ:=0，ｙ:=Ｓｙ）） 

が証明されることで， 

（３） ├PA/HA ∀ｙ（Φ（ｘ:=0，ｙ） 

が証明される．更に，この（３）と，次の（４），すなわち， 

（４） ├PA/HA ∀ｘ（∀ｙΦ（ｘ，ｙ）→∀ｙΦ（ｘ:=Ｓｘ，ｙ）） 

が証明されることにより，［＃］が証明される．このとき（４）の証明は，より詳しくは，次の（４ー１），

（４ー２）の証明を含んでいる． 

（４ー１） ∀ｙΦ（ｘ，ｙ） ├PA/HA Φ（ｘ:=Ｓｘ，ｙ:=0） 

（４ー２） ∀ｙΦ（ｘ，ｙ），Φ（ｘ:=Ｓｘ，ｙ） ├PA/HA Φ（ｘ:=Ｓｘ，ｙ:=Ｓｙ） 

 

［問い］（４ー２）の証明図を，「Φ（ｘ，ｙ）」「Φ（ｘ:=Ｓｘ，ｙ）」という略記を用いずに書け．っこ

のときもちろん，前提∀ｙΦ（ｘ，ｙ）とペアノ算術の諸公理は使ってよいが，他には何も要らない（実

は、もう一つの前提Φ（ｘ:=Ｓｘ，ｙ）も不要であり，このため証明図中には登場しない）． 

 

 

ＩＩＩ．以下を読み，後の［問い］に答えよ． 

 順序集合〈Ｓ，≦〉において，任意のｕ，ｖ∈Ｓの上限 sup（｛ｕ，ｖ｝）が存在する（それ自身Ｓの元

となっている）とする．このとき，次の（１），（２）が成り立つ． 

（１） ∀ｕ∀ｖ（（ｕ∈Ｓ∧ｖ∈Ｓ）→sup（｛ｕ，ｖ｝）∈Ｓ）， 

（２） ∀ｗ（（ｕ≦ｗ∧ｖ≦ｗ）→sup（｛ｕ，ｖ｝）≦ｗ）． 

（一言補足．本問では，この（２）において，ｕ，ｖ，ｗ∈Ｓという条件は必要なく，後の［問い］に

おいても（２）をこのままの形で用いてよい）． 

 他方，任意のｘ∈Ｓについて次のように定義される集合，すなわち， 

        ↓ｘ ＝def. ｛ｙ∈Ｓ｜ｙ≦ｘ｝ 

を考えると，次の（３）～（５）が成り立つ． 

（３） ∀ｙ（ｙ∈↓ｘ → ｙ∈Ｓ）， 

（４） ∀ｙ（ｙ∈↓ｘ → ｙ≦ｘ）， 

（５） ∀ｙ（（ｙ∈Ｓ ∧ ｙ≦ｘ） → ｙ∈↓ｘ）． 

 以上の（１）～（５）を用いると，（これら以外の定義，公理，定理を一切持ち込むことなく，NJ の

推論規則のみにより）↓ｘに関する次の定理［＊］を証明することができる． 

 ［＊］ ∀ｕ∀ｖ（ｕ∈↓ｘ → （ｖ∈↓ｘ → sup（｛ｕ，ｖ｝）∈↓ｘ））． 

 この［＊］は，↓ｘが二項 sup 演算について閉じていることを意味している． 

 

［問い］ （１），（２），（３），（４），（５） ├NJ ［＊］の証明図を書け（証明図中で（１），（２）

等の記号をそのまま用いてよい）． 



 

 

ＩＶ．自分で用意した興味ある論証（記号論理に関係あれば何でもよい）を書くか，または，記号論理

の意義について考えることを述べよ． 

 

［問題終わり］ 


